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ВВЕДЕНИЕ
Что дала и дает математика людям? Зачем ее изучать? Что из школьных знаний пригодится специалисту, например, гуманитарного профиля, или какого- либо другого? Подобные вопросы звучат на протяжении всего времени существования математики и на протяжении всего времени школьного образования, где математика занимает одно из ведущих мест по объему изучаемой информации. 

· «Математика уж затем нужна, что она ум в порядок приводит» - так ответил бы на все вопросы М.Ломоносов
;

· «Математика играет весьма существенную роль в формировании нашего духовного облика» - согласился бы с ним Герман Вейль
;

· «В основе большинства математических открытий лежит какая-либо простая идея, …нужно только надлежащим образом применить эту простую идею к решению задачи, которая с первого взгляда кажется недоступной» - это напутствие   А.Н. Колмогорова
 дает импульс созидательному направлению мысли в поисках решения как проблемных, так и конкретных математических задач.
РЕШЕНИЕ ЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ ПОДСЧЕТА ИНФОРМАЦИИ


Если учащиеся, в силу возраста, не готовы пользоваться введенными в первой главе работы формулами и понятиями, то учитель может использовать этот материал для контроля рассуждений учащихся, которые, в свою очередь, должны при освоении любой темы осознавать слова известного педагога-математика  Д. Пойа.  В своей книге "Как решать задачу" он подчеркивал, что владение математикой - это умение решать задачи, так как "решение задач - практическое искусство, подобное плаванию, катанию на лыжах или игре на фортепиано; научиться ему можно только подражая образцам и постоянно практикуясь" ([35. С. 11]).

Итак, второй модуль посвящен применению понятий энтропия и количество информации к решению логических задач о лжецах, на взвешивание, на угадывание задуманного. Материал этого модуля может служить своеобразным решебником при подготовке к факультативным занятиям, занятий по подготовке к олимпиадам и предметным конкурсам.  Ценность приведенных решений заключается в том, что они приводятся с помощью вычислительных операций и имеют наглядное сопровождение схему-граф. 

§1. Где же правда? (задачи о лжецах)
Задачи такого типа строятся по принципу: имеется одно, два или три множества людей. Представители одного из множеств говорят только правду, представители другого множества говорят только ложь, а представители третьего множества могут говорить как правду, так и ложь. В задаче приводятся высказывания представителей указанных множеств. По этим высказываниям и некоторой дополнительной информации, данной в задаче, требуется установить истину.
Наиболее простым случаем является задача, по условию которой имеется группа людей и каждый ее представитель высказал по два утверждения. При этом известно, что одно из двух утверждений истинно, а другое - ложно.
При решении задач этого вида поступают так: берут одно из двух утверждений некоторого представителя группы людей и предполагают, что оно истинно.
Если при этом рассмотрение утверждений других членов группы не приводит к противоречию, то мы приходим к выводу, что взятое нами исходное утверждение действительно истинно.
Если же при рассмотрении утверждений других членов группы мы приходим к противоречию, то взятое нами за истинное утверждение одного из членов группы является ложным и, следовательно, второе его утверждение является истинным.
Задача 1.1. Пусть известно, что жители некоторо​го города А всегда говорят правду, а жители соседнего го​рода Б всегда обманывают. Наблюдатель Н. знает, что он находится в одном из этих двух городов, но не знает в ка​ком именно. Путем опроса встречного ему требуется оп​ределить, в каком городе он находится, или в каком городе живет его собеседник (жители А могут заходить в Б и наоборот), или то и другое вместе. Спрашивается, каково наи​меньшее число вопросов, которые должен задать Н. (на все вопросы Н. встречный отвечает лишь «да» или «нет»)

Решение. Пусть Н. надо определить, в каком городе он находит​ся. Здесь опыт β, результат которого нас интересует, мо​жет иметь два исхода (этот опыт состоит в выяснении того, в каком из двух городов А и Б находится наблюда​тель Н.). Если Н. не имеет никакой информации о том, в какой из двух городов он попал, то эти исходы следует считать равновозможными; значит, энтропия Н(β)=log2=1(бит). 
Далее, опыт α, состоящий в том, что Н. задает встречному один вопрос, также может иметь два исхода (собеседник может ответить утвердительно или от​рицательно); поэтому энтропия H(αi)  этого опыта (равная «полному» количеству информации, содержащейся в отве​те на поставленный вопрос) самое большее равна одному биту H(αi) = 1 (бит). В задаче спрашивается, можно ли так поставить опыт α, чтобы информация I(α,β), содержащаяся в опыте α. относительно опыта β, равнялась энтро-пии H(β)=1(бит) опыта β, т. е. чтобы исход α полностью опре​делял и сход β. Так как единственная связь между информацией I(α,β) и энтропией Н(α) заключается в том, что   I(α,β)≤ H(α)    (т.к. I(α,β) =H(β)–H(β/α),а Н(α) может равняться 1, то при удачном выборе опыта α будет иметь место равенство  I(α,β)= H(β)
Для этого необходимо только, чтобы вопрос α был таким, чтобы утвердительный и отрицательный ответ на него были равновероятны) (только в этом случае будут иметь место равенства Н(α) =1 = Н(β), и чтобы исход опыта β оп​ределял исход α (только при этом условии имеет место равенство I(α,β)= H(α) или H(β/α) = 0, указывающее, что вопрос α «прямо направлен» к выяснению исхода β и ответ на этот вопрос не содержит никакой «посторонней» информации). Всем этим условиям удовлетворяет вопрос «Живете ли Вы в этом городе?», полностью решающий за​дачу (положительный ответ на этот вопрос может быть дан только в городе А, а отрицательный — только в Б).
Еще проще видеть, что Н. может с помощью одного во​проса установить, в каком городе живет его собеседник! для этого достаточно задать любой вопрос, ответ на кото​рый Н. знает заранее (например, «Нахожусь ли я в городе?» или «Равно ли 2-2 четырем?»).
Если же Н. должен узнать, и в каком городе он нахо​дится и в каком городе живет его собеседник, то ему тре​буется определить исход сложного опыта β1β2, где опыт β1 состоит в выяснении того, где находится Н., а опыт β2 -выяснении места жительства его собеседника. Энтропия Н(β1β2) этого опыта больше энтропии Н(β1) опыта β1,Н(β1β2 ) = Н(β1)+Н(β2). Иначе говоря, в этом случае требуется получить информацию большую, чем 1 бит. Так как энтропия Н(α) опыта α с двумя исходами, состоящего в постановке вопроса, не может превосходить 1, то один опыт α не дает возможности получить информацию, равную Н(β1β2), т. е. не позволяет полностью определить исход опыта β1β2.Таким образом, оценки количества информации дают нам строгое доказательство того, что один вопрос (как бы он ни был поставлен!) не позволяет выяснить сразу и то, в каком го​роде находится Н., и то, в каком городе живет его собе​седник. Если же Н. задаст два вопроса (т. е. произведет сложный опыт α1α2, имеющий 4 возможных исхода), то он может выяснить исход опыта β1β2, (с по​мощью вопроса α1 можно определить исход β1, а затем с помощью вопроса α2 - исход β2).
β={определение встреченного из города},H(β)=log4, H(α1)=log2, 
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Откуда следует, что потребуется задать не менее двух вопросов. 
Сформулируем возможные два вопроса:


1. Нужно сначала спросить 
[image: image2.wmf]?
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(если «да», то мы спросим, в каком я городе?)


2. Я в городе А?

В этом случае дерево ответов выглядит следующим образом:
Рисунок 1
[image: image95.emf]↓  


[image: image96.emf]↓  


Задача 1.2. Жители города А говорят только правду, а жители города Б чередуют правдивые и ложные ответы. Сколько вопросов потребуется задать наблюдателю встреченному человеку, чтобы определить, в каком городе он находится и из какого города его собеседник?

Решение. Поскольку наблюдатель может находиться в одном из двух городов А или Б и его собеседник может проживать в любом из этих городов, то интересующий нас опыт имеет 4 равновозможных исходов. Следовательно, энтропия H(β)=log4. Пусть опыт Аk=α1α2…αk, заключается в том, что наблюдатель задает k вопросов. Поскольку αi может иметь два исхода (на каждый вопрос он может получить только два ответа), то  H(αi) ≤1бита. С другой стороны H(Ak) =H(α1α2…αk)≤H(α1)+H(α2)+…+H(αk)≤k и   log4 ≤ Y(Ak,β) ≤ H(αk) ≤ k. Получили, что      k ≥ log4 = 2 бит. Откуда следует, что потребуется задать не менее двух вопросов. Например:

1. Нахожусь ли я в городе А?

2. Нахожусь ли я в городе Б?

И для этого случая дерево ответов выглядит следующим образом [7]:
Рисунок 2

[image: image3]
Так как по возможным ответам нельзя однозначно определить, где находится наблюдатель и откуда встреченный им человек, то потребуется задать еще один вопрос, например: 2*2=4?
Задача 1.3. Имеется три города А,Б и В, причем жители города А во всех случаях говорят правду, жители Б – только неправду, а жители В  через раз отвечают на вопросы верно и неверно. Наблюдатель хочет выяснить, в каком городе он находится и в каком городе живет встреченный им человек. Сколько вопросов ему потребуется задать этому встречному человеку, если на все вопросы его собеседник отвечает «да» или «нет»?

Решение. Поскольку наблюдатель может находиться в одном из трех городов А,Б, или В и его собеседник может проживать в одном из трех городов, то интересующий нас опыт имеет 9 равновозможных исходов. Следовательно, энтропия  H(β)=log9.                                                   
Пусть опыт Аk=α1α2…αk, состоит в том, что наблюдатель задает k вопросов.  Так как на каждый вопрос он может получить только два ответа, то                     H(αi)≤1(бита). С другой стороны, по свойству 6) энтропии:                                    
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   и log9≤ I(Ak,β)≤H(Ak) ≤k
Получили, что k≥log9>log8=3 и четыре удачно поставленных вопроса позволяет выяснить, в каком городе мы находимся, и в каком городе живет встреченный человек. Четыре вопроса могут быть следующие:

1)нахожусь ли я в одном из городов А или Б?      2)Нахожусь ли я в городе В?

3)Живете ли вы в городе В?                                    4)Нахожусь ли я в городе А?

Покажем на «дереве ответов», что ответы на эти четыре вопроса позволяют однозначно определить, из какого города встреченный человек и в каком городе мы находимся. «Дерево ответов» выглядит следующим образом [6]:

Рисунок 3[image: image97.emf]↓  
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§2. Задачи на взвешивание 
2.1. Классическая задача на взвешивание

Классическую задачу о фальшивой монете можно найти во многих популярных книгах по математике: Д. Бизам и Я. Герцег [12,13], Галкин Е.В.[18].  Классическая задача о фальшивых монетах в последнее время нашла применение в теории кодирования и информации – для обнаружения ошибки в коде.

Суть задачи заключается в следующем: на стол высыпана кучка совершенно одинаковых по виду монет, но вам сказали, что одна из этих монет — фальшивая. Она отличается от остальных монет по весу, но вам не сообщили, легче она или тяжелее. В вашем распоряжении имеются чашечные весы без гирь. Как нужно действовать, чтобы выделить эту монету и выяснить её тип (то есть узнать, легче она или тяжелее) за минимальное число взвешиваний? 

Введем условные обозначения:





= - весы находятся в равновесии





л.ч. – левая чаша весов





пр.ч. – правая чаша весов





↓ - левая чаша весов тяжелее правой





↑ - левая чаша весов легче правой

Рассмотрим задачи, в которых известно, легче или тяжелее фальшивая монета, чем настоящие.

2.2. Задачи на базе классической

Задача 2.1. Имеется три монеты, внешне неразличимые, из них две настоящие, одинаковой массы, одна фальшивая, легче настоящих. Можно ли найти фальшивую монету с помощью одного взвешивания на правильных чашечных весах без гирь?

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 3 возможных исходов (каждая из 3 монет может оказаться фальшивой, и она легче настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log3 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log3. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


           H(α1)≤log3  и информация I(α1,β) ≤ log3.
 Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть:  H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β) или 
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≥log3. 
Отсюда  3k≥3  и  k≥log33,  k=1.
Ответ: определить фальшивую монету можно не менее, чем за одно взвешивание. 
Изобразим на «кодовом дереве», как с помощью 1 взвешиваний определить фальшивую монету. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.

Разделим наши монеты на три 3 группы (по 1 монете в каждой)

[image: image99.emf]↓  


                                                                                                                                                   Рисунок 4
Задача 2.2. Имеется 4 монеты, внешне неразличимые, из них три настоящие, одинаковой массы, одна фальшивая, тяжелее ос​тальных. За какое наименьшее количество взвешиваний можно найти фальшивую монету при помощи чашечных весов без гирь? 

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 4 возможных исхода (каждая из 4 монет может оказаться фальшивой, и она легче настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log4 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log4. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


                H(α1)≤log3  и информация I(α1,β) ≤ log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
[image: image7.wmf]3
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. Если опыт Аk   позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть:  H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)  или  
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≥log4. Отсюда  3k≥4  и  k≥log34,  k≥1,257, т.к. k – целое число, то k≥2.
Ответ: определить фальшивую монету можно не менее, чем за два взвешивания.
Покажем  на «кодовом дереве», как с помощью 2 взвешиваний определить фальшивую монету. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.

Разделим наши монеты на три 4 группы (по 1 монете в каждой)

[image: image100.emf]↓  


Рисунок 5
Задача 2.3. Имеется 9 монет, из них 8 настоящих, одинаковой массы, одна фальшивая, тяжелее остальных. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальши​вую монету?

Решение.  Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 9 возможных исходов (каждая из 9 монет может оказаться фальшивой, и она тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log9 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log9. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


H(α1) ≤ log3  и информация I(α1,β) ≤ log3.
 Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
[image: image9.wmf]3

log
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k

. Если опыт Аk   позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak) ≥I(Ak,β) ≥H(β)   или  
[image: image10.wmf]3

log

×
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≥log9. Отсюда  3k≥4  и  k≥log39,   k≥2.
Ответ: определить фальшивую монету можно не менее, чем за два взвешивания.
Покажем  на «кодовом дереве», как с помощью двух взвешиваний определить фальшивую монету. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.

Разделим наши монеты на три 3 группы (по 3 монете в каждой)
Рисунок 6
[image: image101.emf]↓  


Задача 2.4  Имеется 10 монет, из них 9 настоящих, одинаковой массы, одна фальшивая, легче остальных. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальшивую монету?

Решение.  Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 10 возможных исходов (каждая из 10 монет может оказаться фальшивой, и она легче настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log10 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log10. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


              H(α1) ≤ log3  и информация I(α1,β) ≤ log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk   позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть:  H(Ak) ≥I(Ak,β) ≥H(β)   или  
[image: image12.wmf]3

log

×

k

≥log10. Отсюда  3k≥10  и  k≥log310, k≥2,088, т.к. k – целое число, то k≥3.
Ответ: Определить фальшивую монету можно не менее, чем за три взвешивания.
Обоснуем полученный ответ на «кодовом дереве». 
Разделим монеты на три 3 группы 
(по 3 монете в каждой и 4 монета в третьей группе)

[image: image102.emf]↓  

Рисунок 7
Задача 2.5. Имеется а)27, б)28 колец, из них одно фальшивое, легче остальных, остальные настоящие, одинаковой массы. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах   без   гирь можно найти фальшивое кольцо?
Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет а) 27, б) 28 возможных исходов (каждое из 27 (28) колец может оказаться фальшивым, и оно легче настоящего). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда а) H(β)=log27  (б) H(β)=log28)  т.е. определение фальшивого кольца связано с получением информации, измеряющейся числом а) log27,  б) log28 . Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


                H(α1) ≤ log3  и информация I(α1,β) ≤ log3.
 Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β) ≥H(β) или  а) 
[image: image14.wmf]3

log

×
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≥log27. Отсюда  3k≥27  и  k≥log327, k≈2,98, т.к. k – целое число, то k≥3.

б) 
[image: image15.wmf]3
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≥log28. Отсюда  3k≥28  и  k≥log328,  т.к. k – целое число, то k≥4.

Ответ: определить фальшивое кольцо можно не менее, чем а) за три взвешивания,  
б) за четыре взвешивания. 

Подведем итог задачам 1-5.
· Если монет 2 или 3, то для нахождения среди них фальшивой монеты требуется   1 взвешивание.
· Если монет в от 4 до 9 включительно, то наименьшее число взвешиваний для нахождения фальшивой монеты равно 2.
· Если монет от 10 до 27 включительно, то оно равно 3.
· Если монет от 28 до 81 включительно (в связи с тем, что 81 = 3*27), то наименьшее число взвешиваний равно 4.
Теперь установим общую закономерность. Числа 9, 27, 81 являются последовательными степенями тройки, а числа  4, 10, 28 – соответственно, предыдущими степенями тройки, увеличенными  на 1:
4 = 3+1, 10 = 32+1, 28 = 33+1.
Вообще, пусть число монет k удовлетворяет неравенству 
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и среди них имеется одна фальшивая, о которой известно, легче она или тяжелее, чем настоящие. Тогда наименьшее число взве​шиваний на чашечных весах без гирь, необходимых для нахожде​ния фальшивой монеты, равно n.
2.3. Обобщенная задача на взвешивание без дополнительных условий
 Известно, что среди n монет есть одна фальшивая, более легкая, чем остальные, имеющие одинаковый вес. Каково наименьшее число k такое, что k взвешиваниями на чашечных весах без гирь  можно выделить эту фальшивую монету.

Решение. 

1.Опыт β, результат которого требуется определить, имеет n возможных исходов (каждая из n монет может оказаться фальшивой, и она легче настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=logn т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом logn. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


                  H(α1)≤log3  и информация I(α1,β) ≤ log3.
 Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β) или 
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. Если n – большое число, то это число k с большей степенью точности получается из отношения 
[image: image21.wmf]3
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, т.е.  отношением энтропии опыта β, состоящего в определении фальшивой монеты, к наибольшей информации, которую можно получить при одном взвешивании.
2. Покажем, что число k удовлетворяет условиям задачи (
[image: image22.wmf]N
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).
2.1. Покажем, что  при помощи k взвешиваний можно определить фальшивую монету. Разделим наши монеты на три группы так, чтобы в двух равных группах было по 3k-1 (или меньше) монет, а число монет в третьей группе было не больше 3k-1 (это возможно, т.к.3k≥n ). Положив на чаши весов две группы из равного числа монет, мы определим, в какой из трех групп содержится фальшивая монета. Таким образом, после первого взвешивания мы выделим группу из 3k-1 монет, среди которых содержится фальшивая (если окажется, что фальши​вая монета находится в группе, содержащей меньше 3k-1 монет, то мы можем дополнить эту группу монет произволь​ными монетами до 3k-1). При каждом последующем взвеши​вании будем делить наши монеты на три равные группы и находить, в какой из них находится монета. Таким образом, после k взвешиваний мы придем к группе из одной монеты, т. е. выделим фальшивую монету.
[image: image103.emf]↓  

   Рисунок 8
2.2. Теперь остается показать, что k есть минимальное число взвешиваний, с помощью которых всегда можно выде​лить фальшивую монету, т. е. что при любых способах взве​шивания результаты взвешиваний могут сложиться таким неблагоприятным для нас образом, что после k- 1 взвешиваний фальшивая монета не будет выделена.
При каждом взвешивании монеты распадаются на три группы: монеты, попавшие на одну чашку, попавшие на дру​гую чашку и не попавшие ни на одну из чашек. Если на чашки весов было положено одинаковое число монет и весы уравновесились, то фальшивая монета заведомо находится в группе монет, не попавших при взвешивании ни на одну чашку. Если одна из чашек перетянет (при равном числе монет на чашках), то фальшивая монета находится на второй чашке.

 Наконец, если на чашки весов было положено разное число монет, то в случае, когда перетянула чашка, где монет  больше, фальшивая монета может оказаться в любой из трех групп и такое взвешивание вообще не даст нам никаких све​дений о местонахождении фальшивой монеты. Пусть теперь при произвольно производимых взвешиваниях результат взве​шивания каждый раз оказывается наиболее неблагоприятным, т. е. фальшивая монета каждый, раз оказывается в той из трех групп, которая содержит наибольшее число монет. Тогда при каждом взвешивании число монет группы, содержащей фальшивую монету, убывает не более чем в 3 раза (так как при делении некоторого числа монет на три группы всегда, по крайней мере, одна из трех групп содержит не менее чем треть от общего числа монет); поэтому после    k-1 взвеши​ваний число монет группы, содержащей фальшивую монету, останется не меньшим чем 
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, и так как n>3k-1, то пос​ле k- 1 взвешиваний фальшивая монета не будет выделена.
Можно коротко записать ответ задачи в такой форме: минимальное число взвешиваний, необходимое для выделения фальшивой монеты из группы в n монет, есть [log3 (n-1/2 )] +1 где прямые скобки обозначают целую часть числа 
Перейдем к похожим задачам на нахождение фальшивой мо​неты, когда фальшивая монета отличается по мас​се от настоящих, но неизвестно, в какую сторо​ну — легче она или тяжелее, чем настоящие. Очевидно, что если монет  всего две, то найти фальши​вую монету с помощью взвешиваний в этом случае не удастся.
2.4. Задачи на взвешивание без дополнительных условий

Задача 2.6. Имеется 3 монеты, внешне неразличимые, из них 2 насто​ящие, одинаковой массы, одна фальшивая, отличающаяся по массе от остальных. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальшивую монету?


Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 6 возможных исходов (каждая из 3 монет может оказаться фальшивой, и она может быть легче или тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log6 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log6. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


              H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak) ≥I(Ak,β) ≥H(β)   или     
[image: image25.wmf]3
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≥log6. Отсюда  3k≥6  и  k≥log36, k≥1,622, т.к. k – целое число, то k≥2.

Ответ: определить фальшивую монету можно не менее, чем за два взвешивания.
[image: image104.emf]↓  

Обоснуем полученный нами ответ  на «кодовом дереве». Разделим  монеты на три 3 группы (по 1 монете в каждой ) 
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[image: image106.emf]↓  
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[image: image109.emf]↓  

Задача 2.7. Имеется 4 монеты, из них 3 настоящие, одинаковой мас​сы, одна фальшивая, отличающаяся по массе от остальных. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальшивую монету?

Решение. Опыт β, результат которого имеет 8 возможных исходов (каждая из 4 монет может оказаться фальшивой, и она может быть легче или тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log8 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log8. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


             H(α1)≤log3 и информация I(α1,β) ≤ log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β) ≥H(β)   или  
[image: image27.wmf]3
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≥log8. Отсюда  3k≥8  и  k≥log38, k≥1,89, т.к. k – целое число, то k≥2.

Ответ. Определить фальшивую монету можно не менее, чем за два взвешивания

С первого взгляда кажется правдоподобным, что в случае четырех монет двукратное  взвешивание может позволить найти фальшивую монету и выяснить, легче она или тяжелее других. На самом деле, двух взвешиваний может оказаться недостаточно и этот факт просто доказывается с помощью более тщательного вычисления информации, доставляемой первым взвешиванием. Действительно, при оценке энтропии опыта
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 мы до сих пор исходили, что энтропия каждого отдельного взвешивания может равняться log3, в нашем случае, из-за того, что n=4 не делится на 3, уже энтропия первого взвешивания (опыт 
[image: image29.wmf]1
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) не может достигнуть требуемого значения (так как три исхода первого взвешивания не могут быть равновероятны). Поскольку n-1=3 делится на три, то выгоднее всего при первом взвешивании на каждую чашу весов положить по 1 монете, а две остальные отложить. Обратимся к кодовому дереву. Более точное доказательство утверждения, что двух взвешиваний недостаточно будет рассмотрено в обобщенной задаче.

Изобразим  на «кодовом дереве», как с помощью 3 взвешиваний определить фальшивую монету. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.


Разделим монеты на три 4 группы (по 1 монете в каждой)
Рисунок 10
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Задача 2.8. Имеется 5 деталей, внешне неразличимых, из них 4 стан​дартных, одинаковой массы, одна бракованная, отличающаяся по массе от остальных. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти бракованную деталь?

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 10 возможных исходов (каждая из 5 деталей может оказаться фальшивой, и она может быть легче или тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log10 т.е. определение фальшивой детали связано с получением информации, измеряющейся числом log10. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


                 H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)   или    
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≥log10. Отсюда  3k≥10  и  k≥log310, k≈2,08, т.к. k – целое число, то k≥3.

Ответ: определить бракованную деталь можно не менее, чем за три взвешивания. 

Изобразим  на «кодовом дереве», как с помощью 3 взвешиваний определить бракованную деталь. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.


Разделим наши детали на три 3 группы (по 2 детали в первых двух группах и 1 деталь в третьей. Обозначим детали соответственно А, Б, С, Д, Е )
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 Рисунок 11
Задача 2.9. Имеется 12 монет одного достоинства. Из них 11 имеют одинаковый вес, а одна фальшивая, отличается по весу от остальных. Каково наименьшее количество взвешиваний на рычажных весах без гирь, которое позволит обнаружить фальшивую монету и выяснить легче она или тяжелее?

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 24 возможных исходов (каждая из 12 монет может оказаться фальшивой, и она может быть легче или тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log24 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log24. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


                H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
[image: image32.wmf]3

log

×

k

. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)   или   
[image: image33.wmf]3

log

×

k

≥log24. Отсюда  3k≥24  и  k≥log324, т.к. k – целое число, то k≥3.
Ответ: определить фальшивую монету можно не менее, чем за три взвешивания.
Изобразим на «кодовом дереве», как с помощью 3 взвешиваний определить фальшивую монету. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.

Разделим монеты на три 3 группы (по 4 монеты в каждой)
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Рисунок 12
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Задача 2.10. Имеется 13 монет одного достоинства. Из них 12 имеют одинаковый вес, а одна фальшивая, отличается по весу от остальных. Каково наименьшее количество взвешиваний на рычажных весах без гирь, которое позволит обнаружить фальшивую монету и выяснить легче она или тяжелее?

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 26 возможных исходов (каждая из 13 монет может оказаться фальшивой, и она может быть легче или тяжелее настоящей). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log26 т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log26. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


              H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
[image: image34.wmf]3
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть: H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)   или   
[image: image35.wmf]3

log

×

k

≥log24. Отсюда  3k≥26  и  k≥log326, т.к. k – целое число, то k≥3.
Ответ. С первого взгляда кажется правдоподобным, что и в случае 13 монет трехкратное взвешивание может позволить найти фальшивую монету и выяснить, легче она или тяжелее других. Но на самом деле трех взвешиваний может оказаться недостаточно. Этот факт просто доказывается с помощью несколько более тщательного вычисления информации, доставляемой первым взвешиванием.

В самом деле, первое взвешивание может заключаться в том, что на обе чаши весов кладется по 1, по 2, по 3, по 4, по 5, или наконец, по 6 монет; соответствующие опыты обозначим через 
[image: image36.wmf]i
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, где i=1,2,3,4,5,6. Если i=1,2,3,4 и весы в результате первого взвешивания остаются в равновесии, то опыт 
[image: image37.wmf]i

1

a

 указывает, что фальшивой является одна из 13-2i отложенных монет; так как это число не меньше 5, то остаются возможных 10 (или еще больше) исходов и два последующих взвешивания не могут гарантировать выявления фальшивой монеты и выяснения того, что легче ли она или тяжелее остальных ( так как 
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) (см. пример с четырьмя монетами). Если i=5,6 и в опыте 
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 одна (например, правая) чашка весов перевесила, то опыт 
[image: image40.wmf]i
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 указывает, что либо фальшивой и более тяжелой является одна из i «правых» монет, либо же фальшивая и более легкая – одна из i «левых» монет. Таким образом, и здесь у нас остается еще 
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 возможных исходов опыта 
[image: image42.wmf]b

 - и опять двух взвешиваний недостаточно для того, чтобы выяснить, какой из них на самом деле имеет место.
2.5. Обобщенная задача на взвешивание с дополнительными требованиями

Имеется n монет одного достоинства, одна из этих монет – фальшивая, более легкая или более тяжелая, чем остальные. Каково наименьшее число k взвешиваний на чашечных весах без гирь, которое позволяет найти фальшивую монету и определить, легче ли она или тяжелее, чем остальные [40].
Решение. Прежде всего, поскольку энтропия рассматриваемого здесь опыта 
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(все исходы которого мы, как всегда, считаем равновероятными) равна 
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, состоящего в k-кратном взвешивании, не превосходит 
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 так как n и k – целые числа и 3k – нечетно, 
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Следовательно, можно утверждать, что 
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Так, например, если 
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, то фальшивая монета не может быть определена менее чем тремя взвешиваниями. Нетрудно видеть также, что даже и в том случае, когда 
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взвешиваний не всегда позволяют обнаружить фальшивую монету и определить, легче она или тяжелее остальных. (Так, при n=13 фальшивая монета не во всех случаях может быть определена тремя взвешиваниями). Доказательство этого общего случая практически не отличается от приведенного выше доказательства для частного случая n=13 и k=3 (см. № 2.7.10). Действительно, при оценке энтропии опыта 
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мы исходили из того, что энтропия отдельного взвешивания может равняться 
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log

; в нашем случае, из-за того, что  
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 не делится на 3, уже энтропия первого взвешивания (опыт 
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) не может достигнуть этого значения (так как три исхода первого взвешивания никак не могут быть равновероятны). Поскольку 
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 делится на 3, то ясно, что выгоднее всего при первом взвешивании на каждую чашу весов положить по 
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 монет, а остальные 
[image: image58.wmf]2

1

3

3

2

1

+

=

+

-

k

n

 монет отложить в сторону. В этом случае вероятности трех исходов опыта 
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) будут ближе всего друг к другу и, следовательно, энтропия 
[image: image61.wmf])

(

1

a

H

соответствующего опыта будет больше, чем в любом другом случае. Но остающаяся степень неопределенности такая, что она не может быть полностью устранена при помощи k-1 взвешиваний. Докажем это. Предположим, что при первом взвешивании чашки весов окажутся в равновесии; в таком случае фальшивая монета находится среди 
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 монет, отложенных в сторону при первом взвешивании, так, что у нас останутся еще 
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 равновероятных исходов интересующего нас опыта 
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 (фальшивой может оказаться любая из 
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 отложенных монет, и она может быть или легче или тяжелее настоящих). Выяснив, какая из этих возможностей имеет место, мы получим информацию равную 
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, что превосходит наибольшую информацию 
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, которую можно получить в результате k-1 взвешиваний. Аналогично доказывается, что при любом другом выборе опыта 
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(первого взвешивания) этот опыт может иметь такой исход при котором k-1 взвешиваний будет недостаточно для однозначного выяснения исхода опыта 
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. Итак, если 
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 то k взвешиваний может оказаться недостаточно.

Тогда докажем, что если 
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, то k взвешиваний будет достаточно.
 

Доказательство: Воспользуемся вспомогательной задачей: пусть, кроме n монет одна из которых фальшивая, у нас имеется по крайней мере одна заведомо настоящая монета; требуется выделить фальшивую монету и определить легче она или тяжелее остальных. В этом случае мы опять можем утверждать, что если 
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, то k взвешиваний будет недостаточно(так как степень неопределенности исходного опыта от добавления настоящих монет, естественно, не изменится). Но в данном случае, мы не можем быть уверены, что и при 
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 фальшивую монету заведомо нельзя определить при помощи k взвешиваний. Естественно, использовав дополнительную настоящую монету, мы можем добиться большей, чем раньше близости вероятностей трех исходов первого взвешивания и, следовательно, получить при этом взвешивании большую информацию; для этого надо положить на каждую чашу весов по 
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 монет – имеющаяся у нас настоящая монета), а остальные 
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 сомнительных монет отложить в сторону. В этом случае вероятности отдельных исходов первого взвешивания будут равны: 
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.т.е. они действительно будут ближе друг у другу, чем раньше. Следовательно, и энтропия 
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 здесь будет больше. Этой небольшой разницы уже оказывается достаточно для того, чтобы обеспечить возможность выделения фальшивой монеты и определения того, легче она или тяжелее других, при помощи k взвешиваний. Для доказательство того, что при наличии в нашем распоряжении хоть одной заведомо настоящей монеты при 
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 можно обойтись k взвешиваниями, удобно воспользоваться методом математической индукции. При доказательстве 
[image: image81.wmf]2

1

3

2

1

3

1

-

£

<

-

+

k

k

n

 данного утверждения оказывается достаточно k+1 взвешиваний. 
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Отсюда следует и справедливость нашего утверждения.
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Рассмотрим другие задачи на нахождение пред​мета с помощью взвешиваний, когда, например, в куче монет имеется более одной фальшивой монеты, а также задачи на упорядочивание предметов

2.6. Задачи на взвешивание с дополнительными условиями

Задача 2.11. Имеется 6 одинаковых по виду монет, но из них 4 настоя​щие, одинаковой массы, а 2 фальшивые, более легкие, они также весят одинаково. За какое наименьшее число взвешиваний на ча​шечных весах без гирь можно найти обе фальшивые монеты?

Решение. В этом случае опыт β,исход которого требуется определить может иметь 
[image: image83.wmf]15
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 различных исходов. Если как всегда, считать эти исходы равновероятными, то энтропия H(β) опыта β будет равна log 15, т.е. определение фальшивой монеты связано с получением информации, измеряющейся числом log15. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому     H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. 
Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
[image: image84.wmf]3
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть:  H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)   или   
[image: image85.wmf]3
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≥log15.   Отсюда  3k≥15  и  k≥log315, т.к. k – целое число, то k≥3.

Ответ: Определить фальшивые монеты можно не менее, чем за три взвешивания.
Изобразим  на «кодовом дереве», как с помощью 3  взвешиваний определить фальшивую монету. 
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Рисунок 13
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Задача 2.12. Имеется 6 кубов, внешне одинаковых. Три из них ве​сят одинаково, три остальных — более легкие, они также весят одинаково. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно определить, какие кубы имеют одинаковую массу?

Решение. Изобразим  на «кодовом дереве», как с помощью 3  взвешиваний разделить кубы на группы. Каждое взвешивание строим таким образом, чтобы на любой возможный исход приходилась максимальная энтропия.

1 способ решения (аналитический)

В этом случае опыт β,исход которого требуется определить, может иметь 
[image: image86.wmf]20

3

6

=

С

 различных исходов. Если как всегда, считать эти исходы равновероятными, то энтропия H(β) опыта β будет равна log20, т.е. определение более легкого (тяжелого) куба  связано с получением информации, измеряющейся числом log20. Опыт α1, состоящий в одном взвешивании, может иметь три исхода, поэтому 


H(α1)≤log3  и информация I(α1,β)≤log3. Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях, он дает информацию, не превосходящую 
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. Если опыт Аk позволяет полностью определить исход опыта β, то должно быть:  H(Ak)≥I(Ak,β)≥H(β)   или  
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≥log20. 
Отсюда  3k≥20  и  k≥log320, т.к. k – целое число, то k≥3.

2 способ графический

Обозначим кубы соответственно А,  Б,  В,  Г,  Д,  Е. 

Рисунок 14

Ответ: разделить  кубы на две группы можно не менее, чем за три взвешивания.
Задача 2.13. Имеется три пакета разной массы и правильные чашечные весы без гирь. За какое наименьшее количество взвешиваний можно расположить пакеты в порядке возрастания масс?

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 6 возможных исходов (каждый из 3 пакетов может оказаться на любой из трех позиций). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log6 т.е. определение позиции каждого из пакета связано с получением информации, измеряющейся числом log6. Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях. Поскольку αi может иметь два исхода (пакет либо тяжелее либо легче сравниваемого пакета), то H(αi) =1бит. и H(Ak)≤k (бит).С другой стороны H(Ak)≥I(Ak,β). Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β)≥H(β)  отсюда  log6=H(β) ≤ I(Ak,β)≤ H(Ak)≤ k, и k≥log6≈2,58. т.к. k – целое число, то k≥3.
Ответ: расположить пакеты в порядке возрастания масс можно не менее чем за три взвешивания.

Покажем на «кодовом дереве» как с помощью трех взвешиваний можно расположить пакеты в порядке возрастания масс.

Занумеруем пакеты. Массы первого, второго и третьего пакетов обозначим соответственно через А, В, С.
Рисунок 15

Задача 2.14. Имеется 4 предмета разной мас​сы. За какое наименьшее число взвешиваний на рычажных весах без гирь можно найти са​мый тяжелый и самый легкий из этих предметов?   

Решение. Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 12 возможных исходов (каждый из 4 пакетов может оказаться как на первой, так и на последней позиции). Эти исходы считать равновероятными, и тогда H(β)=log12 т.е. определение позиции каждого из пакета связано с получением информации, измеряющейся числом log12.


Рассмотрим сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях. Поскольку αi может иметь два исхода (пакет либо тяжелее либо легче сравниваемого пакета), то H(αi) =1бит. и H(Ak)≤ k бит.С другой стороны H(Ak)≥I(Ak,β). Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β) ≥H(β)  отсюда  log12= H(β) ≤ I(Ak,β)≤ H(Ak) ≤ k, и k≥log12≈3,59. т.к. k – целое число, то k≥4.
Ответ: с помощью четырех взвешиваний можно найти самый тяжелый и самый легкий пакеты.

Задача 2.15. Имеется 5 пакетов разной массы. За какое наименьшее количество взвешиваний на правильных чашечных весах без гирь расположить их в порядке возрастания массы?

Решение.  Опыт β, результат которого требуется определить, имеет 120 возможных исходов (каждый из 5 пакетов может оказаться на любой из пяти позиций). Эти исходы будем считать равновероятными, и тогда H(β)=log120 т.е. определение позиции каждого из пакета связано с получением информации, измеряющейся числом log120. 

Рассмотрим теперь сложный опыт Аk=α1α2…αk, заключающийся в k последовательных взвешиваниях. Поскольку αi может иметь два исхода (пакет либо тяжелее либо легче сравниваемого пакета), то H(αi) =1бит. и H(Ak) ≤ k бит.С другой стороны H(Ak)≥Y(Ak,β). Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β) ≥H(β)  отсюда  log120=H(β)≤I(Ak,β)≤ H(Ak) ≤ k, и k≥log120≈6,9. т.к. k – целое число, то k≥7
Ответ: Расставить пакеты в порядке возрастания массы можно не менее чем за семь взвешиваний 
§3. Угадывание задуманного
3.1. Задачи на угадывание задуманного

 
В этом параграфе рассмотрим задачами на нахождение элемента множества с помощью системы вопросов. При этом используется метод половинного деления. Вопросы лучше ставить так, чтобы после ответа на очередной вопрос число элементов множества, содержащего загаданный элемент, уменьшилось вдвое или, в случае нечетного числа эле​ментов, "почти вдвое". Это и есть метод половинного деления. 

Специфика задач такого типа определяется тем, что вопросы предполагают двоичный ответ «Да» или «Нет». Загаданными могут оказаться дни рождения, месяцы рождения, номера квартир, числа из определенного набора чисел. При решении этих задач интерес вызывает и набор вопросов, т.е. решив задачу относительно вопроса о наименьшем количестве вопросов, целесообразно учащимся предложить составить набор таких вопросов. При составлении разных комбинаций наборов вопросов также способствует развитию комбинаторного мышления.
Задача 3.1. Сколько вопросов надо задать, чтобы отгадать день рождения незнакомого человека, если он отвечает на вопросы «да» или «нет»

Решение. Опыт β, состоящий в отгадывании дня рождения, может иметь 365 равновероятных различных исходов, т.е. энтропия H(β)=log365≈4,64 бита. Рассмотрим сложный опыт Аk= α1 α2 …αk, заключающийся в том, что опрашивающий задает k вопросов. Поскольку αi  может иметь два исхода, то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak)

Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β)≥H(β) отсюда log365=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е.k≥ log365≥8,51 (бит)  или т.к. k – целое число, то k≥9

Ответ: чтобы узнать день рождения незнакомого человека необходимо задать не менее чем 9 вопросов. (рис.16)
Задача 3. 2. Класс, в котором учится 25 человек, загадал одного из учащихся. Сколько вопросов надо задать классу, чтобы отгадать выбранного ученика, если класс на все вопросы отвечает лишь «да» или «нет»?

Решение. Опыт β, состоящий в отгадывании ученика, может иметь 25 равновероятных различных исходов, т.е. энтропия H(β)=log25≈4,64бита. Рассмотрим сложный опыт Аk= α1 α2 …αk, заключающийся в том, что опрашивающий задает k вопросов. Поскольку αi  может иметь два исхода, то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak)

                                                                                                                Рисунок 16








Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства  I(Ak,β)≥H(β) отсюда log25=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е.k≥ log25≥4,64 или т.к. k – целое число, то k≥5


Для отгадывания задуманного студента разобьем группу на две примерно равные части (т.к. исходы опыта αi  должны быть примерно равновероятны, чтобы энтропия H(αi) была наибольшей) и опросим, относится ли студент к одной из них.

   Теперь, разбивая оставшуюся часть группы на возможно более низкие по численности части, мы определим задуманного студента с помощью пяти вопросов.

Задача 3.3. Я живу в пятиэтажном доме с четырьмя подъездами, с четырьмя квартирами на каждой лестничной площадке. За какое наименьшее число вопросов вы можете определить, в какой квар​тире я живу, если на все ваши вопросы я буду отвечать правдиво, но только "да" или "нет"?

Решение. Опыт β, состоящий в отгадывании квартиры, может иметь 80 равновероятных различных исходов (легко подсчитать, что всего в доме 
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 квартир), т.е. энтропия H(β)=log80≈6,31(бита). 
Рассмотрим сложный опыт Аk= α1 α2 …αk, заключающийся в том, что опрашивающий задает k вопросов. Поскольку αi  может иметь два исхода, то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak)

Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β)≥H(β).

Отсюда log80=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е.k≥ log80≥6,31 или т.к. k – целое число, то k≥7

Ответ: чтобы узнать номер квартиры необходимо задать не менее чем семь вопросов. 
2 способ:

Для построения графа воспользуемся методом половинного деления
Для отгадывания номера квартиры разделим общее число квартир на две  примерно равные части (т.к. исходы опыта αi должны быть примерно равновероятны, чтобы энтропия H(αi) была наибольшей) и спросим, относится ли задуманная   квартира к одной из них. Теперь, разбивая оставшуюся часть квартир на возможно более низкие по численности части, мы определим номер квартиры с помощью семи вопросов. (схема строится аналогично предыдущей задаче)
Вопросы могут быть следующими:

1) Номер вашей квартиры больше 40? (Нет.)

2) больше 20? (Нет.)

3) больше 10? (Да.)

4) больше 15? (Да.)

5) Номер вашей квартиры больше 18? (Нет.)

6) Вы живете в 16-й квартире? (Нет.)

7) Вы живете в 17-й квартире? (Нет.)
Следовательно, я живу в 18-й квартире.

Задача 3.4. Вы хотите узнать шестизначный номер телефона, за​давая вопросы, на которые я отвечаю либо "да", либо "нет". Какое наименьшее число вопросов, и какие вы будете задавать, чтобы отгадать номер?

Решение. Опыт β, состоящий в отгадывании номера телефона, может иметь 
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 равновероятных различных исходов (число размещений из n элементов по m с повторениями 
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= 105=100000, и на первом месте может быть только девять цифр (исключая нуль)), т.е. энтропия H(β)=log900000≈ 19,78 бита.   Рассмотрим сложный опыт Аk= α1 α2 …αk, заключающийся в том, что опрашивающий задает k вопросов. Поскольку αi  может иметь два исхода, то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak)

Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства I(Ak,β)≥H(β) отсюда log900000=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е.k≥ log(
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)≥19,78  или т.к. k – целое число, то k≥20

Для отгадывания номера телефона потребуется не менее чем 20 вопросов.   

Задача 3.5.Одна из составных частей бензинового двигателя имеет форму валика. Для измерения толщины валика используется сталь​ная лента, в которой просверлены 15 отверстий: первое имеет диа​метр 10 мм, каждое последующее имеет диаметр, на 0,04 мм боль​ший предыдущего; в частности, диаметр последнего отверстия ра​вен 10+
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мм. Калибровка валика заключается во вкла​дывании его в отверстия: из всех отверстий, в которые он входит, выбирается отверстие наибольшего диаметра, что позволяет опре​делить диаметр валика с точностью до 0,04 мм. За какое наимень​шее число испытаний обязательно удастся найти диаметр валика?

Решение. Опыт β, состоящий в нахождение диаметра валика, может иметь       15 равновероятных различных исходов,  т.е. энтропия H(β)=log15≈3,91 (бита). Рассмотрим сложный опыт Аk=α1 α2 …αk, заключающийся в том, что калибровщик делает k вкладываний валика в стальную ленту. Поскольку αi  может иметь два исхода (либо валик большего диаметра чем отверстие, либо меньше), то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak)

Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства  I(Ak,β)≥H(β) отсюда log15=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е.k≥ log15≥3,91  или т.к. k – целое число, то k≥4

Ответ: Для определения диаметра валика калибровщику необходимо сделать не меньше четырех проб. Использован метод половинного деления. Покажем на кодовом дереве как с помощью четырех проб определить диаметр валика. 
Задача 3.6. Сколько вопросов надо задать, чтобы отгадать задуманное собеседником целое положительное число, не превосходящее 10 (100, 1000, или произволь​ного целого положительного числа n), если спрашиваемый на все вопросы отвечает лишь «да» или «нет»?
Решение: Пусть известно, что задуманное число не превосходит 10. В этом случае опыт β, состоящий в выяснении этого числа, может иметь 10 различных исходов. До ответа на первый поставленный вопрос все эти исходы можно считать рав​новероятными, так что энтропия H(β)=log10≈3,32 (бита). Рассмот​рим сложный опыт Ak = α1α2 …αk, заключающийся в том, что спрашивающий задает k вопросов. Энтропия опы​та α1 заключающегося в постановке одного вопроса, не превосходит одного бита, так как α1 может иметь два ис​хода (положительный и отрицательный ответы на вопрос); H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, информация I(Ak,β) от​носительно опыта β, содержащаяся в опыте Ak, не может превосходить полной информации, содержащейся 
в исхо​де последнего опыта — энтропии H(Ak). Для того чтобы исход опыта Ak полностью определял исход β, необходи​мо, чтобы имело место равенство I(Ak,β) =H(β). Отсю​да заключаем, что в этом случае: log10 = H(β) = I(Ak,β) ≤ H(Ak)≤ k т.е.  k ≥ log10 ≥ 3,32, т.к. k — целое число, то k≥4.
Для отгадывания задуманного числа  разобьем множество всех возмож​ных значений х (т. е. множество целых положительных чи​сел от 1 до 10) на две равные по численности ча​сти (т.к. исходы опыта αi  должны быть примерно равновероятны, чтобы энтропия H(αi) была наибольшей) и спросим, относится ли х к одной или к другой из них; так, например, можно спросить, будет ли х больше 5.Теперь, разбивая оставшуюся часть, к которой принадлежит х на возможно более близкие по численности, мы определим задуманное число с помощью четырех вопросов.
Так же показывается, что наименьшее чи​сло k вопросов, позволяющее определить загаданное чи​сло х, которое может иметь 100 или 1000 значений, опреде​ляется неравенствами k≥ log 100 ≥6,64 и, соответственно, k ≥ log 1000 ≈ 9,97; так как во всех случаях k — целое число, то отсюда получаем k≥7 и k≥10.

Ответ: Для того, чтобы отгадать целое положительное число, ≤10 необходимо задать не менее чем 4 вопроса, ≤100 потребуется не менее 7 вопросов, ≤1000 не менее 10 вопросов.
3.2. Обобщенная задача на угадывание задуманного
Сформулируем общий результат в этих задачах. Пусть множество натуральных чисел имеет n элементов, вы задумываете один из его элементов, а я хочу его узнать, задавая вам вопросы, на которые вы будете отвечать правдиво, но только «да» или «нет». Сколько вопросов надо задать, чтобы отгадать задуманное мной целое положительное число, ≤ n.
Решение. Опыт β, состоящий в отгадывании целого положительного числа х, может иметь n равновероятных различных исходов, т.е. энтропия H(β)=logn(бит). Рассмотрим сложный опыт Аk= α1 α2 …αk, заключающийся в том, что опрашивающий задает k вопросов. Поскольку αi  может иметь два исхода, то  H(αi) = 1 бит   и  H(Ak) ≤ k бит. С другой стороны, I(Ak,β)≤H(Ak). Для того, чтобы исход опыта Ak полностью определял исход  β, необходимо выполнение неравенства  I(Ak,β)≥H(β) отсюда logn=H(β)≤I(Ak,β) ≤ H(Ak) ≤ k, т.е. наименьшее число k вопросов, позволяющее найти загаданное число х, имеющее одно из n допустимых значе​ний, определяется неравенствами                 
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Заметим еще, что независимо от значения п  k > log n; при этом k = log п только в том случае, когда число п является целой степенью числа 2 и, следовательно, logп есть целое число. Но при весьма больших п разница между числами k и log п оказывается очень малой по срав​нению с самими этими числами (т.к. при больших п и ве​личина log п будет большой, а разность k-log п всегда не превосходит единицы). Таким образом, можно считать, что при больших п отношение logn энтропии рассматри​ваемого опыта β к (равной 1 биту) информации относитель​но β, содержащейся в опыте α, состоящем в выяснении от​вета на один вопрос, весьма точно указывает число k опы​тов, требующихся для того, чтобы определить исход β. 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Второе пособие «Решение логических задач с помощью подсчета информации» содержит более 25 задач, тематически разделенных на задачи на угадывание, задачи на взвешивание и задачи о лжецах. Решение подобных задач относится к идеальному средству развития комбинаторного мышления, что очень важно при формировании аналитических навыков наших учеников.  Большинство задач взято из широко применяемых сборников для внеклассной работы по математике и подготовке к олимпиадам. Каждая задача имеет математическое решение с помощью понятия энтропии (рассчитанное больше на учащихся 10-11 классов), решение с помощью графов (для учащихся 7-11 классов) и математической модели – кодового дерева (5-9 классы). Успех применения графов к решению задач проявляется в том, что они являются удобным языком для формулировки и эффективным инструментом для решения логических задач. Таким образом, можно говорить о соблюдении принципа наглядности.   
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Человек с определенным днем рождения





Вопрос 1. день рождения в первом полугодии?
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Вопрос 6. День рождения с 17-23?





Вопрос 6. День рождения с 1- 8?





Вопрос 5. День рождения в первые 16 дней?





Вопрос 4. День рождения в первый месяц сезона? (отгадан месяц!)





Аналогично предыдущему случаю








� Михаил Ломоносов (1711 – 1765)  - гениальный первооткрыватель главного закона жизни – сохранения вещества и энергии. С равным увлечением он занимался всеми естественными науками того времени, производством стекла, изучением погоды, применил стихотворную форму изложения научной мысли. [7, с.3]


� Вейль Герман (1885-1955) – немецкий математик, автор трудов по теории функций, теории чисел, разработал векторную аксиоматику геометрии [15, с.4]


� Андрей Николаевич Колмогоров (1903-1987) – великий математик России, посвятивший свою жизнь математике и ее приложениям в естествознании – физике, биологии, геологии, океанологии, кристаллографии. На протяжении многих лет по его учебнику изучают алгебру и начала анализа учащиеся 10-11 классов российских школ. [5, с.152- 167]


� это утверждение имеет два очевидных исключения: если n=1, то нельзя определить легче или тяжелее фальшивая монета настоящих (которых в этом случае нет совсем); если n=2, то фальшивую монету невозможно выделить.
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